Localizacao da Deformacao e Métodos Numéricos
com Malha

Anderson Moraes

A simulagao da localizagao da deformacao através de métodos numéricos
que se valem da discretizagao do meio por elementos compondo uma malha
leva ao iconicamente problema patolégico de dependéncia do tamanho dos
elementos da malha na caracterizagao da geometria da banda de deformacgao
localizada nos modelos. Basicamente, a exemplo, a espessura da banda e
sua orientacao em relacao a tensao principal maxima dependem do tamanho
dos elementos da malha. O que subjaz a questao da dependéncia da malha
no processo de localizacao da deformacao em métodos numéricos é que, de
forma imediata, as equacoes diferenciais envoltas na solucao do problema
quando se atinge a condicao para a bifurcacao e para a localizagao da de-
formagao tornam-se equagoes nao-elipticas, o que leva a se ter um problema
mal-condicionado em termos de condicoes iniciais ou condicoes de valor de
contorno.

De um modo genérico, o referido problema quando se instaura a insta-
bilidade em um meio continuo pode ser entendido pelo desenvolvimento que
se segue. A Figura 1 representa a progressao da localizacdo de uma banda
de cisalhamento por cisalhamento simples. Considerando-se estados planos
de tensao e de deformacao ao longo de x3, somente a presenca de tensoes
cisalhantes em x5 € que % =0 e uy = 0, a relacao constitutiva pode ser
dada tao somente por:
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onde o escalar k encerra as propriedades mecanicas do material. Desprezando-
se as forcas volumétricas, substituindo-a na equagao do movimento:
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tem-se apenas que:
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Na porcao fora da banda de cisalhamento, o gradiente g—g; ¢ constante ao
longo da progressao da deformacao. Assim:
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Figura 1: Progressao da localizacao de uma banda de cisalhamento por cisa-
lhamento simples.
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onde ¢ é uma constante. Dessa forma, tem-se o tradicional problema em

equilibrio para todo o meio fora da banda de cisalhamento, dado por uma
equacao eliptica:
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Por sua vez, dentro da banda o gradiente g% varia ao longo da progressao

da deformacao. Em decorréncia:

2 _ 0%y Of(1)

81‘2 8x% N 815
onde f(t) é uma fungdo do tempo. Como coroldrio, tem-se agora um pro-
blema transiente dentro da banda de cisalhamento, dado por uma equacao
hiperbdélica:
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Portanto, frente as condigoes iniciais ou condi¢oes de contorno impostas
para se realizar modelos numéricos tradicionalmente governados por equagoes
elipticas, a estabilidade do sistema como um todo é perdida quando ha loca-

lizacao da deformacao, o que leva a solucoes ditas patoldgicas, isto é, solucoes



que nao compartilham a estrutura normalmente esperada que concerne histo-
ricamente ao problema original. Ou seja: condicoes impostas para se resolver
problemas governados por equagoes elipticas nao sao adequadas para se re-
solver de forma unica, ainda que localmente, equagoes hiperbdlicas, levando
rigorosamente a varias solucoes possiveis. Considerando-se especificamente a
equacao 7, a depender do termo relativo a taxa em seu segundo membro, uma
gama de solucoes podem ser obtidas e nao necessariamente elas respeitam as
condigoes iniciais ou condi¢oes de contorno impostas ao problema. E impor-
tante salientar que ao se valer do comportamento elastoplastico na andlise
da localizacao da deformacao, o que é feito na maior parte da literatura, os
diferenciais dos campos fisicos considerados relativos ao tempo acima dispos-
tos devem ser tomados tao somente como incrementos ao longo do processo,
pois o comportamento elastoplastico independe do tempo. Em termos ge-
rais, como exposto Sabet e De Borst (2019), modelos numéricos que tratam
a localizacao da deformacao em materiais com softening ou nao-associados
conduzem naturalmente a perda de elipsidade das equacoes governantes do
meio.

A dependéncia do tamanho dos elementos da malha quando ocorre a
perda de elipsidade das equagoes do problema pode ser ligeiramente evidenci-
ada por um simples exercicio, na linha do exposto em Liu (2018). Considera-
se uma barra com comportamento elastoplastico com softening fixa em uma
extremidade e solicitada no topo da outra extremidade por um deslocamento
tangencial u, que gera tensao e deformacao cisalhantes ao longo da barra.
Sendo a barra com comprimento L discretizada em m elementos com com-
primento [ cada um tem-se:

L=ml (8)

Supondo-se que um elemento da barra encerre uma resisténcia oy menor que
os demais m — 1 elementos, até ocorrer a plastificacao desse elemento tem-se
o comportamento elastico, com a deformacao cisalhante elastica e sendo
dada em funcao da tensao cisalhante o¢, por:
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Atingindo-se a plastificacao por comportamento elastoplastico com softening
do elemento menos resistente, a deformacao cisalhante pléstica e, desse ele-
mento fica:

e, = X %¢ (10)



onde h é o modulo de hardening, que encerra valor negativo para softening.
Deve-se observar que com o elemento menos resistente plastificando, todo o
modelo encerra integradamente softening e, no processo de descarregamento
devido ao comportamento elastoplastico com softening do sistema como um
todo, o modelo é incrementalmente descarregado elasticamente. Assim, o
deslocamento da barra pode ser particionado por:

u = mleg, + lel, (11)

Dessa forma, de 8 e da expressao anterior, a deformagao cisalhante média éx
da barra fica:
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Substituindo-se as expressoes 9 e 10 em 12, chega-se finalmente a:
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Em palavras, fica evidente que ao se atingir a plastificacdo emerge a de-
pendéncia da discretizacao da malha no calculo da deformacao do sistema,
em especial no que se refere a regiao com deformacao localizada. Basica-
mente, quanto menor o nimero de elementos da malha, valores de m baixos
(1 alto), maior a espessura da porgao com localizagdo da deformagao e, con-
trariamente, quanto maior o numero de elementos da malha, valores de m
altos (1 pequeno), menos expressiva é a espessura da porgao com localizagao
da deformacao. Adicionalmente, como mostra a teoria acerca do processo
de homogeneizacao, o aumento excessivo da discretizagao do meio leva a
deformagao nula para os elementos plastificados, o que equivale a um com-
portamento elastoplastico paradoxalmente nao-dissipativo e, portanto, nao
aceitavel. Ainda, considerando-se o elemento que encerra plastificacao, da
equagao 11, tem-se que seu deslocamento é dado por:
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Levando-se em conta o comportamento elastoplastico, que é independente
do tempo, pode-se conceber que as taxas de variacao do deslocamento e do
gradiente relativo a ele equivalem a seus respectivos pequenos incrementos
ao longo da modelagem. Dessa forma, inserindo-se 14 em 7 chega-se a:
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A expressao anterior evidencia que podem ser suscitadas diversas solugoes de-
pendentes do tamanho dos elementos da malha e dos campos de deformagoes
no processo de instauracao da instabilidade devido a localizacao da de-
formagao no elemento que plastifica.

Supondo as condigoes utilizadas na derivacao da equacao 13, pode-se uti-
lizéd-la para estudar a dependéncia do tamanho dos elementos da malha no
processo de localizagao da deformacao quando se tem um material com com-
portamento elastoplastico com softening frente a um cisalhamento imposto
em sua porgao superior e com base fixa. A deformagao cisalhante média do
modelo é dada por:
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sendo €5 = 25 e € = 2 -7¢ suas parcelas eldstica e pldstica, respectiva-

mente. Foram utilizados G = 10 GPa, h = —5 GPa e oy = 20 MPa e niimero
de elementos m de 1, 2, 5, 10, 50 e 10'%°, este ultimo valor tipificando que, te-
oricamente, m — oco. Com a progressao da tensao cisalhamento, decorrente
da imposi¢cao de um deslocamento no topo do modelo, apds tao somente um
elemento atingir o yield strength e plastificar, os elementos sofrem descar-
regamento eldstico em funcao da instauracao de softening no sistema como
um todo devido ao elemento que plastifica. A Figura 2 mostra a evolugao
da deformacao cisalhante média ao longo do carregamento para diferentes
numeros de elementos. A porcao elastica é indiferente ao nuimeros de ele-
mentos utilizados. Fica claro que a deformagao cisalhante média alcancada
¢é fortemente dependente do nimero de elementos e, por conseguinte, do
tamanho dos elementos. Quando m = 1 tem-se a situacao em que todo o
modelo representa a porcao com localizacao da deformacao, portanto a banda
de cisalhamento tomaria todo o modelo. Conforme m aumenta, e portanto
a discretizacao do modelo aumenta, a localizacao da deformacao se dé em
um elemento com tamanho cada vez menor, de forma que cada vez mais a
deformacgao cisalhante média do sistema diminui em funcao da deformacao
cisalhante plastica diminuir. O paroxismo se estabelece quando m — oo
e a dimensao do elemento é insignificante e, assim, a deformacao cisalhante
média iguala-se a deformacgao cisalhante elastica. Ou seja: paradoxalmente, o
sistema plastifica mas sua deformacao pléastica é nula, sugerindo que a analise
da localizacao da deformacao quando nao se vale de métodos de regularizacao
fica deveras prejudicada.

Numericamente, a dependéncia do tamanho dos elementos da malha no
estabelecimento da espessura da porcao com localizacao da deformagao pode
ser estudada com a utilizacao de algum programa computacional disponivel.
Utilizou-se o método das diferencas finitas, ao se adaptar um procedimento
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Figura 2: Evolucao da deformagao cisalhante média ao longo do carrega-
mento para diferentes niimeros de elementos.

computacional em cima de um dos diversos cédigos apresentados em Gerya
(2019). Nos modelos ndao ha movimentagao vertical e, para simular um ci-
salhamento dextral, foram prescritos deslocamentos horizontais progressivos
contrarios no topo e na base e nulos no meio. Os modelos ostentam o compor-
tamento elastopldstico com softening, de forma que ao as tensoes cisalhan-
tes nos elementos atingirem o yield strength ocorre a plastificacao deles e a
continua diminuicao das tensoes cisalhantes, estas determinadas pelo médulo
de hardening. O ntimero de elementos nas malhas em cada um dos modelos
simulados foi de 5, 14, 27, 152, 377, 702, 1.652, 3.002, 4.752, 12.402, 19.502 e
44.252. Evidentemente, com o aumento do niimero de elementos nas malhas
ha uma diminui¢ao do tamanho dos elementos. A Figura 3 grafica os resul-
tados obtidos, mostrando a zona plastificada (cinza) para cada modelo com
diferentes tamanhos dos elementos. Fica clara a dependéncia do tamanho
dos elementos da malha na determinagao da espessura e da area da porcao
com localizacao da deformagcao. Nesse caso analisado, apenas quando se vale
de um numero de elementos de algumas dezenas de milhares tais aspectos
geométricos ficam mais sutis. Dessa forma, deve-se tomar muito cuidado
ao se estudar os aspectos geométricos das zonas com deformacao localizada
quando sao utilizados métodos numéricos com malha.

A mitigacao do problema de dependéncia da discretizacao da malha na
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Figura 3: Plastificacao em modelos numéricos com malhas com diferentes ta-
manhos dos elementos condicionando a espessura da por¢ao com localizacao
da deformacao.

modelagem numérica da localizacao da deformagao é conduzida através da
denominada regularizacao, que se trata de uma técnica que objetiva reduzir
tal dependéncia. Isso é feito ao se introduzir parametros de comprimento re-
lativos ao material nas formulacoes utilizadas na modelagem do processo de
localizagao. Em Liu et al. (2022) sao apresentadas e comparadas as principais
técnicas de regularizacao, em especial no que se refere a materiais geolégicos.
Os autores destacam os métodos de regularizagao pela viscosidade, que uti-
liza a mecanica do continuo cldssico, pela teoria nao-local, pela teoria dos
gradientes de ordem mais alta e pela mecanica de Cosserat, os ultimos na
égide da mecanica do continuo generalizado. Contudo, deve-se ter em mente
que a introducao de pelo menos um parametro de comprimento relacionado
ao material prescinde de um significado fisico objetivo e, entre as diversas
técnicas de regularizacao, nao ha correlagao explicita entre os parametros
de comprimento utilizados em cada método.Pelo fato da mecanica dos meios
continuos de Cosserat incorporar um comprimento caracteristico diretamente
no estabelecimento de relagoes constuivas e de critérios de fluxo, diversos au-
tores mostram que ela é deveras adequada para diminuir e mesmo coibir a
dependéncia do tamanho dos elementos da malha na simulacao da localizacao
da deformacao por métodos numéricos com malha.

Através de uma formulacao imediata, pode-se estudar analiticamente a
relacao entre a localizagao da deformacao e o comprimento caracteristico
em um contexto de um cisalhamento imposto a um modelo com comporta-



mento elastopldstico com softening pela mecanica de Cosserat. Detalhes da
formulagao da mecanica dos meios continuos de Cosserat podem ser vistos
em Moraes (2016). Supde-se um modelo infinito na horizontal (eixo z;) e
com largura W na vertical (eixo z5), passivel de movimentagao apenas na
horizontal. Ainda, impoe-se que o modelo é solicitado tao somente por um
incremento de tensao cisalhante doc no topo, que varia em média ao longo
da largura por doc. Nessas condicoes, desprezando-se entdo as tensdes nor-
mais de Cosserat e também as forcas volumétricas, da segunda expressao da
equagao do equilibrio do meio continuo generalizado de Cosserat, pode-se
aventar a seguinte proporcionalidade entre o incremento de tensao cisalhante
anti-simétrica médio e o incremento de tensao cisalhante médio:
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Observe que 05, = 091 + To1 € T2 = —To1 = 0 Rigorosamente, ha ne-
cessidade de resolver acopladamente toda a equagao do equilibrio do meio
continuo generalizado de Cosserat. Por facilidade de exposi¢cao, o que nao
altera a formulagao analitica em sua esséncia, assume-se de forma imediata
apenas que:
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Nas condicoes do problema, a tnica tensao-momento presente é m;. Em
decorréncia, da terceira expressao da equagao do equilibrio do meio continuo
generalizado de Cosserat e sendo [ o comprimento caracteristico, chega-se a:
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Tomando-se da relagao constitutiva para um meio continuo eléstico de Cos-
serat, a segunda expressao dela, tem-se:

my = Br$ = dm, ~ Bdk] (20)

O médulo de flexao ¢ dado por:

B = 2GI? (21)



Adicionalmente, faz-se:

¢ = 9 = dr] ~ —2 (22)

Combinando-se as quatro tltimas expressoes, vé-se que:
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Como somente ha movimentacao na horizontal tem-se g—gf = 0 tem-se:
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Em decorréncia, o incremento de tensao cisalhante elastica de Cosserat médio
fica:

2G,doc
G

E o incremento de deformacao cisalhante eldstica de Cosserat médio é dado
por:

0f = 2Gey + 2G,fy = dog = doo + (25)
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Na continuidade, quando se tem softening, faz-se:
dog = hdel =
dog = hdeg: = (27)
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Foi concebido um critério de fluxo que combina um critério de fluxo para as

tensoes cisalhantes e um critério de fluxo para as tensoes-momento. Dessa
forma, escreve-se:

fi=oy —oce fo=|m—20% — oo =

— m=20%l|=00m __
f=oy+ W oc

(28)

Com:

|dm — 2do°l| — dogm doe = d 4ldoc

dede‘F W W

—do¢ (29)

tem-se que:
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Como corolario, o incremento de tensao cisalhante plastica de Cosserat médio

7

e:

1\ 4ldc -
> L (30)

d— cp 4ldo C .

CT Tw
Por sua vez, o incremento de deformacao cisalhante plastica de Cosserat
médio fica na forma:

doc (31)

&P = Aldoc B doc

Wh h
Rearranjando as expressoes para os incrementos de deformacao cisalhante
elastica de Cosserat médio e de deformacao cisalhante plastica de Cosserat
médio obtém-se:

(32)
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Finalmente, de posse das expressoes para do, do., de~ e des, pode-se si-
mular a evolugao das tensoes cisalhantes e das deformacoes cisalhantes para
um meio continuo de Cosserat com comportamento elastoplastico com sof-
tening em funcao do comprimento caracteristico. Valendo-se de G = 50
GPa, G, = 25 GPa, h = —10 GPa, oy = 20 MPa e o0y, = 10 MPam
e considerando-se uma largura W = 1 m e comprimentos caracteristicos [
de 0, 0,25, 0,5, 0,75 e 1 m, a Figura 4 mostra a evolucao da deformacao
cisalhante de Cosserat média ao longo do carregamento para diferentes com-
primentos caracteristicos. De imediato, no modelo estabelecido, em con-
sonancia com a expressdao para deg, de fato, vé-se que os incrementos de
deformacao cisalhante elastica de Cosserat médios se dao de forma indife-
rente em relagao ao comprimento caracteristico. Contudo, os valores de pico
das deformacoes cisalhantes elésticas de Cosserat médias em si, quando o mo-
delo plastifica, sao fortemente dependentes do comprimento caracteristico em
cada caso. Quanto menor o comprimento caracteristico, menor a tensao ci-
salhante de Cosserat necessaria para o modelo plastificar. Concebendo-se
que para [ = 0 m tem-se um continuo classico, fica claro que com [ > 0,
ou seja, com a mecanica de Cosserat operando, o material fica mais rigido
para comprimentos caracteristicos mais altos. Em termos de localizacao da
deformagao, como consequéncia, materiais com maiores comprimentos carac-
teristicos necessitam de carregamentos mais expressivos para que se instaure
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Figura 4: Evolucao da deformacao cisalhante de Cosserat média ao longo do
carregamento para diferentes comprimentos caracteristicos.

a instabilidade no sistema. Ainda, perscrutando a expressao para deg,, nota-
se que é o comprimento caracteristico que definiria a espessura da banda
de cisalhamento localizada, tendo-se espessuras maiores para comprimentos
caracteristicos também maiores. Em outras palavras, o fenomeno da loca-
lizagao da deformagao em um meio continuo de Cosserat é dependente tao
somente do comprimento caracteristico. Em termos de modelos numéricos
com malha, é sugestivo que a geometria basica da banda de cisalhamento lo-
calizada dependa do comprimento caracteristico do meio e nao do tamanho
dos elementos da malha. Todavia, ¢ mister destacar que a interpolacao dos
campos fisicos é feita em termos dos nés da malha quando sao apresentados
os resultados das simulacoes numéricas. Como consequéncia, malhas muito
pobres em termos de discretizacao do meio podem enganosamente carregar
consigo uma dependéncia das caracteristicas geométricas da porcao locali-
zada em relagao ao tamanho dos elementos utilizados mesmo quando se vale
da mecanica de Cosserat. Porém, em termos praticos, pequenos aumentos
na discretizacao do meio ja realcam que o controle da geometria da banda
localizada é dependente apenas do comprimento caracteristico do material
do modelo.

Com o intuito de se estudar numericamente as dependéncias do compri-
mento caracteristico e do tamanho dos elementos da malha no estabeleci-
mento da espessura da porcao com localizagao da deformacao ao se valer

11



da mecanica dos meios continuos de Cosserat, implementou-se o comporta-
mento elastoplastico com softening pela mecanica de Cosserat em cima de
uma estrutura basica para solugoes de equagoes diferenciais pelo método das
diferencas finitas presente em Gerya (2019). Os modelos encerram largura
de 1 m na horizontal e comprimento de 5 m na vertical. Os modelos nao
se movimentam na direcao vertical, suas bases sao fixas mesmo na direcao
horizontal e foram impostos deslocamentos progressivos horizontais no topo
dos modelos para impingir cisalhamento dextral. As demais condigoes e o
comportamento dos modelos seguem a linha do modelo anterior. Foram uti-
lizados G = 5 GPa, G, = 2.5 GPa, h = —0,5 GPa, oy = 20 MPa e ogg,, = 10
MPam. As simulacoes combinam comprimentos caracteristicos de 0, 25, 0, 5,
1, 2,5 e 5 m e nimero de elementos das malhas de 10, 25, 50, 100 e 250. O
carregamento incremental dos modelos se da até que ocorra plastificagao em
alguma porcao deles, haja vista que a partir dai os modelos encerrariam softe-
ning, ocorrendo o descarregamento elastico. A Figura 5 mostra os resultados
para a espessura da porcao com localizacao da deformacao em plastificacao
(cinza) em cada uma das combinagoes para o continuo de Cosserat e, para
efeito de comparacao, ao se valer do continuo classico. Cotejando os mode-
los pela mecanica do continuo de Cosserat, vé-se que com uma discretizagao
razoavel, acima de 10 elementos, o controle da espessura da zona plastificada
¢é dado pelo comprimento caracterisitco e nao pelo niimero de elementos da
malha, sendo maior aquela quanto maior for o ultimo. Diferentemente, nos
modelos pela mecanica do continuo classico ha forte controle da espessura
da zona com localizacao da deformacao pelo nivel de discretizacao da ma-
lha nos modelos, obtendo-se espessuras cada vez menores quanto maior for
o numero de elementos da malha. Como corolario, fica claro que ao se ana-
lisar aspectos geométricos das zonas plastificadas quando se trabalha com
modelos numéricos com malha, em especial suas espessuras, a utilizacao da
formulagao acerca da mecanica de Cosserat mostra-se como uma excelente
técnica de regularizacao. Reforga-se ainda que é mister analisar com par-
cimonia tais aspectos geométricos quando se vale tao somente da formulacao
do continuo cléssico.

12
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Figura 5: Espessura da por¢ao com localizagao da deformagao em modelos
numeéricos com diferentes comprimentos caracteristicos e com malhas com
diferentes tamanhos dos elementos utilizando a mecanica do continuo de
Cosserat.
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